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Marek Gruszczyński

Błędy doboru próby 
w badaniach bankructw 
przedsiębiorstw

Ilościowe badania nad bankru-
ctwem i zagrożeniem finansowym w 
Polsce mają ponad 20-letnią historię. 
Od pierwszych światowych prac na ten 
temat dzieli nas kolejne 30 lat. Badania 
na poziomie międzynarodowym nadal 
nas wyprzedzają, przede wszystkim 
dlatego, że tworzy je bezpośrednio śro-
dowisko badaczy z zakresu finansów 
przedsiębiorstwa oraz rachunkowości. 

W Polsce takie rozumienie badań em-
pirycznych w finansach i rachunkowości 
nie jest częste, wartościowe badania z 
tego zakresu są domeną metodyków (sta-
tystyków, ekonometryków, analityków 
danych itd.). Co więcej, jest rzadkością 
komunikowanie wyników tych badań w 
języku angielskim i uczestnictwo w świa-
towym dyskursie naukowym. Chodzi mi 
na przykład o takie wiodące czasopisma 
jak: “Accounting Review” (45 punktów 
na liście A), “Journal of Business, Finance 
and Accounting” (20 pkt), “Journal of 
Empirical Finance” (25 pkt), “Journal of 
Corporate Finance (40 pkt), “Contem-
porary Accounting Research” (40 pkt), 
“Journal of Accounting Research” (45 
pkt), “Journal of Accounting and Eco-
nomics” (50 pkt), “Review of Accounting 
Studies” (35 pkt). Rzadko też jesteśmy 
obecni w międzynarodowych czasopis-
mach nieco niższej rangi.

Mamy olbrzymią literaturę krajową z 
zakresu badania upadłości, bankructwa 
i zagrożenia finansowego, niespecjalnie 

znaną na świecie. Jednocześnie, popełnia-
my w tych badaniach rozmaite błędy me-
todyczne, co sami sobie często wytykamy, 
i co jest także przedmiotem rozważań w 
tym opracowaniu. Artykuł jest poświęco-
ny jednemu z problemów metodycznych, 
występujących przy korzystaniu z kla-
sycznych modeli upadłości, to jest modeli 
szacowanych w oparciu o nielosowe próby 
przedsiębiorstw. Chodzi o błędy wynika-
jące z doboru próby i ich wpływ na sza-
cowanie prawdopodobieństwa upadłości. 

W kolejnych częściach przedstawione 
zostały uwagi na temat doboru próby w 
badaniach nad bankructwem w Polsce, 
komentarz o możliwych błędach związa-
nych z doborem próby, metoda korekty 
logitowego modelu bankructwa, ogólny 
związek pomiędzy obciążonym i nieob-
ciążonym prawdopodobieństwem ban-
kructwa pojedynczego przedsiębiorstwa, 
a także warianty tej zależności dla mo-
deli innych niż logitowy. Artykuł kończą 
uwagi o modelach klasyfikacji oraz pod-
sumowanie.

Dobór próby  
w badaniach nad bankructwem  
i zagrożeniem finansowym  
w Polsce

Doniesienia o wynikach badań ban-
kructwa lub zagrożenia finansowego 
przedsiębiorstw w Polsce ukazują się 
często lub bardzo często. Poniżej przed-
stawiono kilka ostatnich pozycji mono-
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graficznych – z komentarzem na temat 
doboru próby badawczej.

W książce pod redakcją A. Adamskiej 
i E. Mączyńskiej [2013] część metodycz-
na zawiera cztery teksty: W. Rogowski, 
K. Duleba [2013], M. Ciszewska [2013], 
M. Tymoszuk [2013], P. Antonowicz, 
M. Zwierzyńska [2013]. W pierwszym z 
nich [Rogowski, Duleba, 2013] posłużo-
no się „klasycznymi” modelami badania 
upadłości w Polsce dla danych ze spółek 
Giełdy Papierów Wartościowych w War-
szawie (GPW), które zgłosiły wniosek o 
upadłość w latach 2005-2010. Badanie 
pokazało niezłą jakość znanych modeli 
dyskryminacyjnych dla całkiem nowych 
danych. W swoim tekście M. Ciszewska 
[2013] analizuje 16 spółek z GPW, w tym 
osiem, które ogłosiły postępowanie upad-
łościowe lub upadłość w roku 2010 oraz 
osiem, które nie ogłosiły. Dla tych 16 
obserwacji badano normalność rozkładu 
zmiennych objaśniających w potencjal-
nym modelu upadłości, a następnie zasto-
sowano analizę dyskryminacyjną. Pomi-
jając inne wady tego badania, trudny do 
akceptacji jest po prostu sam dobór próby 
oraz jej liczebność. W tekście M. Tymo-
szuk [2013], własny model autorki opar-
ty jest na założeniu, że do próby trafiają 
spółki, które ogłosiły upadłość w latach 
2007-2010 oraz mają aktywa w przedziale 
30 mln – 435 mld zł. Dołączono do nich 
w proporcji 50:50 spółki „zdrowe”, łącz-
nie próba liczy 68 spółek. Przyporządko-
wanie nie-bankrutów do grupy bankru-
tów odbyło się w sposób losowy. Autorka 
wskazuje wprawdzie, że udział bankru-
tów w populacji jest równy 18 proc., ale 
twierdzi (za B. Prusakiem, 2005), że pró-
ba o strukturze odpowiadającej populacji 
wszystkich przedsiębiorstw daje podobne 
efekty jak próba zbilansowana. To nie jest 
do końca prawda, ale warto pochwalić za 
zwrócenie uwagi na tę kwestię. Przy oka-
zji, nie bardzo podoba mi się tytuł tego 
tekstu, kuriozalny jak na tytuł artykułu 
naukowego.

W książce P. Antonowicza [2015] za-
mieszczono obszerny obraz polskich ba-
dań nad upadłością, w tym także uwagi 
metodyczne autora. Te uwagi, na przy-
kład, wskazują na jakość danych o fir-
mach zaliczanych w próbach badawczych 
do przedsiębiorstw upadłych. W samej 
książce, w jej części metodycznej, autor 
nie poświęca uwagi tematowi doboru 
przedsiębiorstw do prób badawczych. 
Koncentruje się na wnikliwym opisie 
własnej próby bankrutów. Ta właśnie 
próba, której początkiem jest populacja 
4750 przedsiębiorstw upadłych w latach 
2007-2013, jest cennym dorobkiem auto-
ra. Potrafi ją dobrze zdefiniować i określić 
jej mankamenty. Jednak dobór przedsię-
biorstw „zdrowych” do tych upadłych nie 
jest szczególnie uwidoczniony, albowiem 
go w ogóle nie ma. Autor wykorzystał 
swój zbiór danych o przedsiębiorstwach 
upadłych w Polsce między innymi do 
pokazania, jak dane o tych przedsiębior-
stwach pokazują symptomy upadłości na 
rok, dwa itd. przed samym terminem jej 
ogłoszenia. Sama monografia jest opraco-
waniem bardzo cennym, jako szczegóło-
wa analiza danych o spółkach upadłych 
w Polsce w określonych czasowo i geo-
graficznie ramach. Szkoda bardzo, że tak 
obfity zbiór danych o upadłościach nie 
zetknął się z możliwością wykorzystania 
w konfrontacji modelowania ze zbiorem 
danych o przedsiębiorstwach niezagrożo-
nych finansowo.

Praca J. Kitowskiego [2015] to przy-
kład swego rodzaju encyklopedii polskich 
badań nad upadłością, opartych na meto-
dzie analizy dyskryminacyjnej. Autor jest 
niezawodny w wykrywaniu nieścisłości w 
polskich raportach o modelach krajowych 
i zagranicznych. Układ książki nie zachę-
ca do analizy metodycznej, koncentruje 
się na szczegółowym raportowaniu kolej-
nych i kolejnych badań polskich przed-
siębiorstw. Czytelnik nie poznaje opinii 
autora o sposobie dobierania próby oraz 
o innych tematach, na przykład normal-
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ności rozkładu zmiennych objaśniających. 
Komplementuję jednak autora za ściganie 
niedorzeczności w krajowej literaturze na 
temat modeli bankructwa i upadłości.

Poza tymi i innymi monografiami, 
w polskiej literaturze na te tematy jest 
oczywiście wiele doniesień w postaci ar-
tykułów. Niektóre z nich stanowią swego 
rodzaju benchmarki dla badaczy z ra-
chunkowości empirycznej, niektóre nie, 
np. bardzo dobry model P. Ciesielskiego 
[2005], opublikowany w „Rachunkowo-
ści”. Artykuły powstające obecnie, mam 
takie wrażenie, w dużej mierze powielają 
metodyczne pomysły sprzed lat, starając 
się je dostosować do coraz nowszych zbio-
rów danych. Tak czy inaczej, nie widać 
naszych autorów i naszych badań w świa-
towym nurcie empirycznych finansów 
przedsiębiorstwa i rachunkowości stoso-
wanej, o czym była mowa wyżej.

Jako czytelnikowi krajowych publi-
kacji na temat zagrożenia finansowego i 
bankructwa, brak mi zawartych tam ko-
mentarzy o jakości modelowania i pro-
gnozowania w kontekście stosowanej pró-
by firm upadłych/zagrożonych oraz firm 
niezagrożonych finansowo. Stąd pomysł, 
by przyjrzeć się tym zagadnieniom na 
nowo, szczególnie że pojawiają się nowe 
prace kwestionujące dotychczasowe spo-
soby wnioskowania na podstawie szaco-
wanych modeli.

Błąd próby dobieranej  
i błąd doboru próby

Podstawowa „niekonsekwencja”, jaka 
do dziś wydaje się badaczom nierozwiąza-
na, wynika z niskiej częstości zdarzenia/
stanu „bankructwo” w całej populacji 
przedsiębiorstw. Na ogół dociera się do 
danych o pewnej określonej grupie ban-
krutów, a później czyni się rozmaite zabie-
gi dobierania „zdrowych” przedsiębiorstw 
do tej ustalonej już grupy. Pierwszy zwró-
cił na to uwagę M. Zmijewski [1984]. 
Jego pracę cytowano wielokrotnie w ko-
lejnych latach po jej publikacji, jednak w 

większości badań temat „problematycznej 
próby” był raczej pomijany. Ważniejsze 
były dobre prognozy/klasyfikacje, jakie z 
modeli otrzymywano.

Skoncentrujmy się na sytuacji zeroje-
dynkowej (binarnej), to znaczy na mode-
lowaniu zmiennej Y reprezentującej upad-
łość – na podstawie próby firm upadłych 
i nieupadłych [por. Gruszczyński, 2012]. 
Modelowanie polega na objaśnieniu 
zmiennej Y za pomocą modelu zawiera-
jącego dobrane zmienne objaśniające X 
(covariates). Chodzi o model dwumiano-
wy zmiennej Y, w którym przyjmuje ona 
dwie wartości: Y=1 (bankrut) lub Y=0 
(nie-bankrut). Firmy dobrane do próby 
nie stanowią na ogół próby losowej z całej 
populacji. To powoduje obciążenia. Dwa 
rodzaje obciążeń próby obecne w więk-
szości badań to:
– błąd próby dobieranej (choice-based sam-

ple bias), to znaczy takiej, do której wy-
biera się jednostki na podstawie wcześ-
niejszej wiedzy o zmiennej zależnej (na 
przykład zbiera się najpierw dane o 
grupie bankrutów); prawdopodobień-
stwo dostania się do takiej próby zale-
ży właśnie od cech zmiennej zależnej: 
próbę konstruuje się na przykład w ten 
sposób, że włącza się do niej wszystkie 
jednostki upadłe, a pozostałe dobiera za 
pomocą jakiegoś schematu dopasowa-
nia (matching); 

– błąd doboru próby (sample selection bias) 
polega na tym, że z określonego powodu 
do próby trafiają tylko niektóre jednos-
tki; w przypadku badań nad upadłością 
typowe jest dobieranie tylko tych jed-
nostek, dla których mamy pełne dane.

Badania M. Zmijewskiego [1984] były 
prowadzone dla modelu probitowego i 
wskazały, że błąd próby dobieranej maleje 
gdy struktura próby (bankruci – nie-ban-
kruci) zbliża się do struktury w populacji, 
a jest całkiem eliminowany gdy stosuje się 
odpowiednią metodę estymacji modelu. 
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Pokazał on także, że efektem obu rodza-
jów błędów jest asymptotyczne obciąże-
nie ocen parametrów oraz ocen prawdo-
podobieństwa bankructwa. Jednocześnie, 
okazało się, że oba typy błędów nie miały 
znaczącego wpływu na dokładność klasy-
fikacji i predykcji na podstawie szacowa-
nych modeli. Wskazał jednak, że te błędy 
mają wyraźny wpływ na oceny odnoszą-
ce się do pojedynczych przypadków, np. 
na oceny prawdopodobieństwa upadłości 
konkretnej firmy.

H.D. Platt i M.B. Platt [2002] potwier-
dzili na pojedynczym przykładzie istnie-
nie obciążenia doboru próby w badaniach 
nad zagrożeniem finansowym. Ćwiczenie 
polegało na wielokrotnym wykonaniu 
estymacji modelu wczesnego ostrzegania 
dla prób losowanych z posiadanego przez 
autorów zbioru danych o bankrutach i o 
przedsiębiorstwach zdrowych. 

Aby uniknąć obciążeń, jakie wynikają 
z prób dobieranych, niektórzy badacze ko-
rzystają z prób, w których proporcja ban-
krutów jest bliska tej w populacji, to znaczy 
bardzo niska. Na przykład J. Chen, et al.  
[2006] wykorzystali próbę z 89 bankru-
tami oraz 940 nie-bankrutami. Czasami 
próbuje się też dobierać próbę, ale nie w 
proporcji 50:50. Na przykład H.D. Platt, 
M.B. Platt, J.G. Pedersen [1994] wyko-
rzystali 35 bankrutów, do których dobrali 
89 nie-bankrutów. W nowszych bada-
niach wykorzystuje się liczniejsze próby, 
na przykład S. Jones i in. [2017] wzięli 
pod uwagę 990 bankrutów, a sama próba 
objęła 3960 obserwacji przestrzenno-cza-
sowych (firmo-lat) dla bankrutów oraz  
26 169 obserwacji dla nie-bankrutów 
(udział obserwacji dla bankrutów wynosił 
ok. 13 proc.).

Świadomość błędów doboru próby 
jest w badaniach coraz powszechniejsza. 
W praktyce potwierdzają się ustalenia M. 
Zmijewskiego [1984] o mniejszym zakłó-
ceniu tymi błędami przy modelach na-
kierowanych na jakość klasyfikacji. Błędy 
mają jednak znaczący wpływ na ocenę 

prawdopodobieństwa bankructwa poje-
dynczego przedsiębiorstwa. 

Praktyka dla modelu logitowego:  
korekta Andersona-Maddali

Znane jest rozwiązanie przybliżające 
model upadłości oszacowany dla próby 
dobieranej do modelu dla populacji. Wa-
runkiem jest stosowanie dwumianowego 
modelu logitowego oraz znajomość pro-
porcji doboru przedsiębiorstw do próby. 
W tym przypadku stosuje się korektę An-
dersona-Maddali [Anderson 1973; Mad-
dala 1983; Gruszczyński, 2012]. 

Jak to działa? Jak poprzednio, y=1 
oznacza firmę-bankruta, a y=0 nie-ban-
kruta. Przedmiotem modelowania jest 
prawdopodobieństwo P(y=1). Jeśli znamy 
proporcje firm wybranych do próby z obu 
grup, to oznaczmy je p1 dla firm z y=1 oraz 
p2 dla firm z y=0. Wówczas, zgodnie z ko-
rektą, w modelu logitowym po estymacji 
należy zmniejszyć wyraz wolny o wartość 
korekty

  (1)
Korekta równa się zeru, gdy te odsetki 

są identyczne, jak na przykład przy próbie 
losowej z obu grup łącznie. Przypomnij-
my, że w modelu logitowym zmienną 
objaśnianą jest właśnie logit. Jest to lo-
garytm szansy, to znaczy logarytm ilo-
razu prawdopodobieństw: P(y=1) przez 
1–P(y=1). Zmiennymi objaśniającymi 
(zmienne X ) są rozmaite charakterysty-
ki przedsiębiorstw wybranych do próby. 
Zatem, po prawej stronie modelu jest li-
niowa funkcja zmiennych X oraz wyraz 
wolny. Ten właśnie element należy skory-
gować zgodnie ze wzorem (1).

Dla przykładu [Gruszczyński (red.), 
2012] weźmy pod uwagę 1000 firm, z 
których 60 to bankruci, a 940 to nie-
-bankruci. Zwykle do próby wybiera się 
wszystkich bankrutów (to znaczy 60). 
Następnie spośród 940 nie-bankrutów 
losuje się 60 firm. Otrzymujemy w efek-
cie próbę, w której jest po 50 proc. firm 
z każdej grupy. Wtedy p1=1 (wzięliśmy 
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wszystkich bankrutów) oraz p2=60/940. 
Po oszacowaniu modelu na podstawie 
próby można obliczyć oceny (wartości 
teoretyczne) prawdopodobieństwa upad-
łości dla firm należących do próby. To są 
oceny obciążone błędem doboru próby. 
Oceny nieobciążone otrzymujemy biorąc 
pod uwagę całą populację, z której wy-
konano losowanie. Model dla wszystkich 
1000 firm uzyskuje się z modelu oszaco-
wanego dla próby poprzez zmniejszenie 
wyrazu wolnego o wielkość (1) to znaczy 
o ln(1)–ln(60/940) czyli o 2,7515. 

Jeśli nie znamy populacji i nie dokonu-
jemy losowania, a mamy jedynie szacunki 
wielkości p1 i p1, to korekta powinna być 
stosowana z odpowiednim komentarzem. 
W każdym razie, korektę stosujemy, gdy 
wnioskujemy w kontekście całej popula-
cji, a nie samej próby.

Korekta Andersona-Maddali daje wy-
nik tożsamy ze wzorem Skogsvików dla nie-
obciążonego prawdopodobieństwa upa- 
dłości, co pokazujemy niżej. Szersze kon-
sekwencje praktyczne stosowania korekty 
można znaleźć w M. Gruszczyński [2012]. 
Warto podkreślić, że w tej ekspozycji nie 
chodzi o problem klasyfikacyjny, lecz o 
szacunek prawdopodobieństwa upadłości, 
co jest przedmiotem rosnącego popytu ze 
strony analityków rachunkowości i finan-
sów przedsiębiorstwa.

Wzór Skogsvików
Powtórzmy za ostatnim akapitem, że 

oprócz modelu „dobrze klasyfikującego” 
bankrutów i nie-bankrutów potrzebne 
są w praktyce bardziej szczegółowe infor-
macje. Taką informacją jest nieobciążona 
ocena prawdopodobieństwa upadłości 
dla konkretnej firmy w próbie lub spoza 
próby. Dla modeli opartych na próbach 
dobieranych takie prawdopodobieństwo 
jest na ogół obciążone z uwagi na ich nie-
losowość. 

K. Skogsvik i S. Skogsvik [2013] ak-
centują, że w prognozowaniu bankructwa 
korzysta się zwykle z prób nielosowych i 

w związku z tym otrzymywane z mode-
li prognostycznych prawdopodobieństwa 
(teoretyczne) upadłości zależą od udziału 
firm upadłych w próbie i dlatego są ob-
ciążone. Autorzy znaleźli arytmetyczny 
związek między obciążonym prawdopo-
dobieństwem upadłości danej firmy (z 
modelu – sample based), a prawdopodo-
bieństwem nieobciążonym, które wynika 
z udziału bankrutów w populacji. Ten 
ostatni udział został nazwany prawdopo-
dobieństwem a priori bankructwa (w da-
nym roku).

Prawdopodobieństwo bankructwa da-
nej firmy wynikające z modelu (z próby) 
oznaczone przez autorów jako  jest 
zatem wielkością obciążoną. 

Jest to funkcja:
• prawdopodobieństwa nieobciążonego  

 (to nas właśnie interesuje),
• udziału (prop) bankrutów w próbie,
• udziału π bankrutów w populacji.

Wzór (wyprowadzony z twierdzenia Baye- 
sa [por. Skogsvik, Skogsvik, 2013] jest na-
stępujący:

 (2)
Na podstawie znalezionej zależności 

można przede wszystkim obliczyć 
dla każdej firmy w próbie. Wykazuje się 
też, że  jeśli prop > π i vice 
versa. Ponadto, ranking firm ze względu 
na prawdopodobieństwo wynikające z 
modelu  jest tożsamy z rankingiem 
ze względu na prawdopodobieństwo . 

Ważna uwaga: w dowodzie wzoru 
(2) autorzy zakładają, że firmy-bankruci 
są dobrane do próby w sposób losowy z 
populacji wszystkich bankrutów, to samo 
dotyczy populacji nie-bankrutów.

Jaki jest pożytek ze wzoru Skogsvików?  
Autorzy sami wskazują, że wprawdzie 
prawdopodobieństwo teoretyczne z mo-
delu  na ogół wystarcza do klasyfi-
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kacji firm (czym tutaj się nie zajmujemy), 
to jednak konkretne prawdopodobień-
stwo nieobciążone  jest potrzebne, 
np. w zarządzaniu ryzykiem finansowym, 
w wycenie akcji bądź obligacji firmy.

Warto zauważyć, że gdy prop = π, to 
wówczas  = . 

To znaczy, że próba o proporcji ban-
krutów równej proporcji w populacji 
zapewnia nieobciążoność prawdopodo-
bieństwa bankructwa danej firmy wyni-
kającego z modelu. Wynikałby stąd wnio-
sek, że gdy interesujemy się szacunkiem 
prawdopodobieństwa upadłości, to próba 
powinna mieć proporcje odpowiadające 
proporcjom dla populacji.

Obciążona i nieobciążona  
ocena prawdopodobieństwa  
upadłości w różnych modelach 

Wynik uzyskany przez K. Skogsvik i 
S. Skogsvik [2013] okazuje się być uogól-
nieniem wyniku Andersona-Maddali dla 
modelu logitowego, o czym była mowa 
wyżej. Oznaczmy przez N liczebność całej 
populacji, w której N1 oznacza liczebność 
bankrutów oraz N2 liczebność nie-ban-
krutów. Wówczas π  =  N1/N2. W próbie 
mamy n obserwacji, w tym n1 bankrutów 
oraz n2 nie-bankrutów. To znaczy prop = 
n1/n. We wzorze (1) Andersona-Maddali 
mamy p2=n2/N2 oraz p1=n1/N1. Korzysta-
jąc z tych oznaczeń wzór (2) można zatem 
zapisać jako:

 (3)
czyli

 (4)
Wzór (4), czyli inna postać wzoru (2) 

mówi, że iloczyn p2/p1 oraz nieobciążonej 
szansy równa się szansie obciążonej. Dalej 
mamy (4):

albo

(5)

Z tego wynika, że logit dla obciążo-
nego prawdopodobieństwa bankructwa 

, czyli to, co otrzymujemy z osza-
cowanego modelu logitowego należy 
zmniejszyć o wielkość 

    [wzór (1)] 
aby otrzymać logit dla nieobciążonego 

prawdopodobieństwa bankructwa  . 
Zatem – korekta Andersona-Maddali jest 
zgodna ze wzorem Skogsvików.

Zaletą wzoru (2) jest możliwość jego 
stosowania także do ocen prawdopo-
dobieństwa bankructwa otrzymywa-
nych z innych modeli dwumianowych, 
np. probitowego lub liniowego modelu 
prawdopodobieństwa (LMP). W modelu 
probitowym ocena (teoretyczna) prawdo-
podobieństwa upadłości nie da się przed-
stawić w postaci algebraicznie zamkniętej 
formuły. Oczywiście, można ją obliczyć i 
jako  podstawić do wzoru (4).

Jeśli chodzi o LMP, to prawdopodo-
bieństwo (obciążone) odczytuje się bezpo-
średnio z modelu jako ocenę tzw. wartości 
teoretycznej zmiennej objaśnianej (zeroje-
dynkowej) [por. Gruszczyński, 2012]. 

Tę wartość podstawiamy do równania (4)  
w miejsce  i dalej z tego równania 
obliczamy poszukiwane nieobciążone 

, pod warunkiem, że znane są pro-
porcje p1 oraz p2. Jeśli są one jednakowe, 
to znaczy, że ocena prawdopodobieństwa 
upadłości obliczona bezpośrednio z mo-
delu jest nieobciążona. 

Zależności (2) lub (4) pozwalają na 
obliczenie nieobciążonej oceny prawdo-
podobieństwa upadłości dla konkretnego 
przedsiębiorstwa na podstawie „standar-
dowych” modeli: logitowego, probitowe-
go oraz LMP. 

Efekty dla klasyfikacji
Jeśli szacunki prawdopodobieństw 

upadłości są jedynie podstawą dla kla-
syfikacji firm (na bankrutów i nie-ban-
krutów) to błędy doboru próby mogą nie 
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mieć istotnego znaczenia. To jest prawda, 
o ile punkt odcięcia (prawdopodobień-
stwo graniczne przy klasyfikacji) jest od-
powiednio dobrany. 

Zasada prognozy z punktem odcięcia 
0,5 powinna być stosowana jedynie przy 
proporcji bankrutów i nie-bankrutów w 
próbie równej 1:1. Przy innych proporcjach 
można użyć na przykład zasady Cramera, 
która za punkt odcięcia przyjmuje odse-
tek jedynek w próbie [por. Gruszczyński, 
2001]. Alternatywnie – obciążone praw-
dopodobieństwa upadłości powinny być 
przekształcone na nieobciążone przy po-
mocy zależności omawianych w poprzed-
nich sekcjach [Skogsvik, Skogsvik, 2013]. 

Część modeli bankructwa nie może 
być bezpośrednio wykorzystywana do 
szacunku prawdopodobieństw upadłości, 
mają raczej cel klasyfikacyjny. Takim mo-
delem jest model liniowej analizy dyskry-
minacyjnej (LAD). M. Zmijewski [1984] 
podaje, że nielosowy dobór próby może 
być skorygowany poprzez uwzględnienie 
struktury „bankruci – nie-bankruci” w 
populacji przy klasyfikacji na podstawie 
LAD (próba dobierana wpływa w tym 
przypadku jedynie na wyraz wolny [Mor-
rison, 1990]). Problemem w stosowaniu 
LAD jest jednakże założenie o normalno-
ści rozkładu zmiennych X. Podkreślmy, 
że analiza dyskryminacyjna zakłada, iż 
zmienne objaśniające mają wielowymia-
rowy rozkład normalny w populacjach 
bankrutów i nie-bankrutów. Wskaźniki 
finansowe, które są proponowane jako 
zmienne X, nie spełniają na ogół tego za-
łożenia.

Warto w tym miejscu wskazać artykuł 
S. Jones, et al. [2017], w którym autorzy 
koncentrują się na nowych metodach kla-
syfikacji danych (klasyfikatorach) w od-
niesieniu do modelowania bankructwa. 
Te metody są oparte na koncepcjach wy-
wodzących się z data miningu, takich jak 
sieci neuronowe, maszyny wektorów noś-
nych (support vector machines) czy techni-
ki uczenia statystycznego nowej generacji, 

takie jak generalised boosting, AdaBoost i 
drzewa losowe. Klasyczne klasyfikatory, 
takie jak logit czy LAD, okazują się cał-
kiem dobre do prognozowania bankru-
ctwa, jednak autorzy proponują korzysta-
nie z nowych technik. Sprawdzają się one 
lepiej dla danych przekrojowo-czasowych, 
a także – mimo formy „czarnej skrzynki” 
– mają całkiem akceptowalne interpreta-
cje. Warto podkreślić, że kwestie błędów 
doboru próby nie są przedmiotem komen-
tarzy w przytaczanym tu artykule. 

Wracając do głównego wątku, jeśli 
przedmiotem modelowania jest otrzyma-
nie nieobciążonego prawdopodobieństwa 
bankructwa (nadającego się do oceny ry-
zyka dla konkretnego przedsiębiorstwa), 
to powinno się korzystać z przekształceń 
proponowanych w przytoczonych wy-
żej wzorach. Podkreślmy raz jeszcze, że 
czynimy tak wówczas, gdy wnioskujemy 
w kontekście całej populacji, a nie samej 
próby.

Podsumowanie
Dobór próby w modelowaniu bankru-

ctwa jest zazwyczaj słabszą stroną badań 
empirycznych z tego zakresu. Koncepcja 
tego artykułu polega na wskazaniu błę-
dów doboru próby, ich efektów dla mo-
deli prognostycznych i klasyfikacyjnych, 
a także sposobów radzenia sobie z nimi w 
praktyce. W szczególności, chodzi o sza-
cunki prawdopodobieństwa bankructwa 
dla pojedynczego przedsiębiorstwa. 

Otrzymywane z modeli oceny praw-
dopodobieństwa upadłości są na ogół ob-
ciążone, z powodu niezgodności proporcji 
bankrut – nie-bankrut w próbie i w popu-
lacji. Centralną część artykułu poświęco-
no analizie relacji pomiędzy prawdopodo-
bieństwem obciążonym i nieobciążonym, 
która została podana przez Skogsvików 
[2013]. Ten wzór powinien być używany 
w praktyce, jeśli model wykorzystuje się 
do szacunku prawdopodobieństwa ban-
kructwa konkretnej firmy. Okazuje się, że 
dla modelu logitowego ten wzór jest zgod-
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ny z korektą Andersona-Maddali [Ander-
son, 1973; Maddala, 1983], co pokazano 
w artykule.

Dodajmy, że rzadko podnosi się temat 
jakości „klasycznych” polskich mode-
li upadłości, które do dzisiaj ochoczo są 
przykładane do aktualnych danych, a któ-
re – poza swoją wiekowością – były prze-

cież szacowane z wieloma wadami meto-
dycznymi. Nie ma powodu, aby właśnie 
teraz do tego wracać, ale trudno oprzeć się 
wrażeniu, że spora część polskich autorów 
od finansów i rachunkowości nie sięga 
po znane, lepsze podejścia metodyczne, 
zwłaszcza że bardzo poprawiła się jakość 
danych. 
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