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Streszczenie

Celem badan jest znalezienie optymalnej strategii inwestycyjnej na zupelnym rynku finansowym Blac-
ka-Scholesa-Mertona typu Lévyego bez arbitrazu. W artykule wyznaczono udzialy réznych instru-
mentdw finansowych w portfelu optymalnym. Ceny tych instrumentéw opisane sg za pomocg procesu
Levyego, ktory jest uogélnieniem procesu Wienera. Ponadto zalozono, ze wspotczynniki modelu za-
lezg od stanéw tancucha Markowa. Taki rynek jest niezupelny, co oznacza, ze nie kazda wyplate mozna
zreplikowac za pomoca pewnej strategii inwestycyjnej. Aby uzupelnic¢ ten rynek, dodano skokowe in-
strumenty finansowe oraz aktywa potegowo skokowe. Nastepnie wykorzystano metody programo-
wania dynamicznego do wyznaczenia optymalnej strategii inwestycyjnej na tym rynku. Optymalna
strategia to taka, ktora maksymalizuje oczekiwang uzyteczno$¢ procesu bogacenia na koncu ustalonego
z gory okresu. Analize przeprowadzono dla logarytmicznej i potegowej funkeji uzytecznosci wyptaty.

Stowa kluczowe: model przetacznikowy rynku, optymalne sterowanie, arbitraz, zupetno$¢ rynku, catka
stochastyczna, procesy Lévyego
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1. Wprowadzenie

Teoria wyboru portfela jest waznym tematem zaréwno w teorii, jak i praktyce wspodlczesnej
bankowosci i finanséw. Jest ona podstawg podejmowania decyzji inwestycyjnych na rynkach
finansowych. H.M. Markowitz [1952] byl pionierem wykorzystania metod matematycznych
do formulowania i analizy teorii wyboru portfela. Natomiast R.C. Merton [1973; 1976] roz-
powszechnil uzycie stochastycznej teorii sterowania optymalnego do uzyskania rozwigzan
dla problemu optymalnego wyboru portfela.

Rozwazany w tej pracy model Blacka-Scholesa-Mertona [1973] jest stochastycznym réw-
naniem rézniczkowym, opisujacym dynamike cen instrumentéw finansowych w czasie cig-
glym. Pierwotna wersja tego modelu zakladata, ze ceny tych instrumentéw zadane sg przez
proces Wienera. Jednak liczne badania empiryczne (zob. [Black, Jensen, Scholes, 1972]) poka-
zuja, ze zalozenie to nie jest adekwatne do rzeczywistego opisu dynamiki cen. W zwiazku
z tym, zamiast procesu Wienera, wykorzystano proces Lévy’ego, ktory lepiej opisuje procesy
cen, poniewaz zawiera skoki (zob. [Sato, 1999; Schoutens, 2003]).

Oryginalny model Blacka-Scholesa-Mertona [Black, Scholes, 1973] zaklada takze, ze
wspolczynniki tego modelu sg state. Wielu badaczy podjeto sie sformutowania alternatyw-
nych modeli, ktére biorg pod uwage zmiennos¢ tych wspoétczynnikéw w czasie. Dostarczaja
one bardziej realistycznych sposobéw modelowania zachowan cen instrumentéw finanso-
wych. §3 to m. in. skokowy model dyfuzji [Merton, 1976], model zmienno$ci stochastycz-
nej [Hull, White, 1987] oraz model przetacznikowy [Naik, 1993]. Modele przetacznikowe,
inaczej nazywane modelami Markowsko modelowanymi, wydaja si¢ by¢ najlepszymi kan-
dydatami do opisywania proceséw cen akcji, poniewaz uwzgledniajg zmiany srodowiska
makroekonomicznego.

W pracy bedziemy rozwazali przetagcznikowy model Blacka-Scholesa-Mertona. Wspot-
czynniki bedg zalezaly od tancucha Markowa i bedg sie zmienialy wraz ze zmiang stanu
tancucha. W rzeczywisto$ci zbidr parametréw zmienia sie (przetacza) na inny zestaw, jesli
zachodzg zmiany strukturalne w warunkach gospodarczych, zmiany srodowiska inwestycyj-
nego itp. Przelacznikowy model rynku Blacka-Scholesa-Mertona typu Lévy’ego jest niezu-
pelny. Wynika to z faktu, ze ceny akcji w tym modelu zawieraja nieskonczenie wiele Zrodet
ryzyka. Ryzyko to wystepuje na skutek zmiany stanu tanncucha Markowa lub jest generowane
poprzez wahania ceny rynkowej akcji opisanej za pomocg losowej miary Poissona. Brak
zupelnos$ci oznacza, ze nie kazda wyplata jest doskonale replikowalna za pomoca dostep-
nych na rynku instrumentéw finansowych. Sulima [2018] zaprezentowala metody uzupel-
niania rynku poprzez rozszerzenie modelu o skokowe instrumenty finansowe oraz aktywa
potegowo-skokowe. Zupelnos¢ rynku moze by¢ interpretowana w ten sposob, ze wszystkie
zrédla ryzyka finansowego wyceniane s3 jednoznacznie i wszystkie przyszte stany gospo-
darki mogg by¢ replikowane przez aktywa finansowe znajdujace si¢ w wybranym portfelu.
Rozwazany rynek charakteryzuje si¢ brakiem arbitrazu przy pewnych zalozeniach opisanych
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w pracy A. Sulimy [2018]. Brak arbitrazu oznacza, ze inwestor nie moze osigga¢ zysku bez
ponoszenia ryzyka. Na rynku zupelnym bez arbitrazu, cena instrumentu finansowego jest
zadana przez warunkowa warto$¢ oczekiwang zdyskontowanych wyplat wzgledem miary
réwnowaznej (zob. [Jakubowski, 2006]).

Literatura dotyczgca probleméw wyboru optymalnego portfela na rynku o niestatych
wspolczynnikach jest obszerna. Bauerle i Rieder [2004] oraz Rieder i Bauerle [2005] badali
problem optymalizacji portfela na rynku, w ktérym zmiennos¢ ceny instrumentu jest mode-
lowana przez obserwowalny i nieobserwowalny tanicuch Markowa. Ten problem ze zmienno-
$cig stochastyczng cen instrumentéw finansowych zostal rozwazony przez Phama i Quenez
[2001] oraz Fleminga i Hernandez-Hernandeza [2003]. Problemy optymalizacji portfela
w przelacznikowym modelu rynku finansowego byly takze juz rozwazane. Jedng z pierw-
szych prac opublikowal Zariphopoulou [1992]. Autor maksymalizuje uzyteczno$¢ konsump-
cji z proporcjonalnymi kosztami za transakcje. Wyniki tego autora zostaly uogélnione przez
wielu innych, m.in. X. Zhanga i G. Yina [2004] i R. Stockbridgea [2002]. Aby rozwigza¢ pro-
blem maksymalizacji oczekiwanej uzytecznosci majatku, niektérzy autorzy uzywaja metod
numerycznych (patrz [Sass, Haussmann, 2004; Nagai, Runggaldier, 2008; Shen, Siu, 2012; Fu,
Wei, Yang, 2014]). Gassiat et al. [2014] przeanalizowali problem maksymalizacji uzytecznosci
w modelu przetacznikowym Blacka-Scholesa z ograniczeniami ptynnosci. B.G.Y.U. Jang et al.
[2007] zbadali w tym modelu wybdr portfela z kosztami za transakcje. W pracy X. Zhanga,
T.K. Siu i Q. Menga [2010] autorzy rozwigzali problem wyboru optymalnego portfela bez
kosztéw transakcyjnych w przefacznikowym modelu rynku Blacka-Scholesa z czasem cig-
gltym. Otrzymali oni rozwigzania explicite problemu optymalizacji portfela dla logarytmicz-
nej i potegowej funkcji uzytecznosci. Podobne wyniki dla przetacznikowego modelu rynku
Blacka-Scholesa byly uzyskane przez R. Liu [2014], X. Guo, J. Miao i E. Morelleca [2005] oraz
L.R. Sotomayor i A. Cadenillasa [2013]. Problem ten dla czasu dyskretnego zostal rozwia-
zany przez Yin i Zhou [2004].

Celem pracy jest wyznaczenie optymalnej strategii inwestycyjnej na zupetnym rynku
finansowym Blacka-Scholesa-Mertona typu Lévy'ego bez arbitrazu. W modelu tym zakta-
damy, ze stopa zwrotu oraz zmiennos$¢ cen aktywow finansowych zalezy od faricucha Mar-
kowa. Ponadto cena akcji modelowana jest za pomocg procesu Levy’ego. Rynek pierwotny
rozszerzony jest o skokowe instrumenty finansowe oraz aktywa potegowo-skokowe, tak aby
byt zupelny.

Do wyznaczenia optymalnej strategii inwestycyjnej wykorzystano metody programowania
dynamicznego (zob. [Oksendal, Sulem, 2004; Fleming, Soner, 1993; Pham, 2008]). W naszym
przypadku optymalna strategia to taka, ktéra maksymalizuje warto$¢ oczekiwang uzytecz-
nosci procesu bogacenia na koncu okresu. Metoda programowania dynamicznego opiera
sie na pewnym nieliniowym réwnaniu rézniczkowym czastkowym drugiego rzedu, nazy-
wanym réwnaniem Hamiltona-Jacobiego-Bellmana. Aby wyznaczy¢ strategie optymalna,
nalezy rozwigza¢ to réwnanie oraz udowodnic¢, ze rozwigzanie jest jedyne. Analiza zostanie
przeprowadzona dla logarytmicznej i potegowej funkcji uzytecznosci.
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Artykul sklada si¢ z pieciu rozdzialéw. W rozdziale drugim zaprezentowany jest pierwotny
model rynku finansowego, za$ w trzecim rynek ten zostaje rozszerzony poprzez dodanie sko-
kowych instrumentéw finansowych oraz aktywow potegowo-skokowych. W tym rozdziale
pokazano réowniez, ze tak uzupelniony model rynku jest zupeiny i bez arbitrazu. W rozdziale
czwartym wyznaczono optymalng strategie inwestycyjna dla logarytmicznej i potegowej
funkcji uzytecznosci, natomiast rozdziat pigty zawiera podsumowanie catego opracowania.

2. Model

Zalézmy, ze (£2,F, F,P) jest zupelng przestrzenia probabilistyczna z filtracja. Niech
T :=[0;T], gdzie 0< T <o jest ustalony i oznacza termin zapadalnosci dla wszystkich rodza-
jow papieréw wartosciowych. Rozwazmy obserwowalny fanicuch Markowa ] ze skonczona,
kanoniczng przestrzenig stanow E := {e1 1€, 50 €y } (por. [Elliott, Aggoun, Moore, 2004]). Lan-
cuchy Markowa to procesy stochastyczne z czasem dyskretnym, w ktérych prawdopodobien-
stwo kazdego zdarzenia zalezy jedynie od zdarzenia poprzedniego. S one matematycznym
pojeciem stuzgcym do opisu losowych zmian zachodzgcych w jakims$ obiekcie. Stany tancu-
cha Markowa mozemy utozsamia¢ ze stanami gospodarki.

Dla taficucha Markowa ] zdefiniujmy jego macierz intensywnosci przejscia A=[4,], .,
nastepujaco: elementy tej macierzy A,(t) s stalymi intensywno$ciami przejécia taicucha
Markowa J ze stanu e, do stanu e, w czasie t € T. Zakiadamy, ze A;>0dlai# j.

Rozwazmy klasyczny model rynku finansowego, na ktérym sa dwa podstawowe instru-
menty finansowe:

2.1. Rachunek bankowy

Zakladamy, ze stopa procentowa r modelowana jest przez fancuch Markowa J nast¢pujaco:

r<t>:=r,f<t>=ir,-ei,f<t>,

gdzie r:=(r,,1,,...1y) €R) oraz (.} jest iloczynem skalarnym w R". Wspélrzedna r,
(i=1,...,N) odzwierciedla wartos¢ stopy procentowej na rachunku bankowym, gdy tancuch
Markowa jest w i-tym stanie. Zatem dynamika procesu wartosci jednostki pienieznej jest
zadana réwnaniem:

dB(t)=r(t)B(t)dt. M

Ponadto bedziemy zaktada¢, ze B(0)=1. Rachunek bankowy moze by¢ utozsamiany
z instrumentem finansowym wolnym od ryzyka.
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2.2. Akcje

Na poczatku zdefiniujmy proces Itd-Lévy’ego, ktory zostanie wykorzystany do opisu
dynamiki cen akcji. Niech:

(0.0 ={r(0).0(0)= 37, (x) e T0),

gdzie ¥ (x):=(¥,(x),7,(x),...7y(x)) jest wektorem wartosci funkeji.
Proces X nazywamy procesem It6-Lévy’ego jesli ma nastepujaca dekompozycje (zob.
[Oksendal, Sulem, 2004]):

X(t)=X(0)+ jﬂo(s)d5+ jGO(s—)dW(s)+ j.J-j/(s,x)N(ds,dx),

gdzie W oznacza standardowy ruch Browna niezalezny od J, natomiast N(dt,dx )= N(dt,dx)—
—v(dx)dt jest skompensowang miarg Poissona, ktdra jest niezalezna od J i W. Dodatkowo

T
zalozmy, ze E[J‘J.yz(t,x)v(dx)dt} < oo, Wtedy proces Jy(t,x)N(dt,dx) dla 0<t<T jest mar-
0R R

tyngatem (zob. [Oksendal, Sulem, 2004]).
Oznaczmy przez X cze$¢ martyngalowa procesu X, mianowicie

IG —)dW(s +J.Iy s,x)N(ds,dx).

Przy tych oznaczeniach zakladamy, Ze dynamika cen akcji S, zadana jest przez Markow-
sko modelowany proces Itd-Lévyego nastepujaco:

das,(t)= So(t—)(,uo(t)dt+0'0(t—)dW(t)+ jy(t,x)N(dt,dx)], )

R

S,(0)>0,

gdzie U, jest stopa zwrotu z akcjii 0, jest zmienno$cig ceny akcji modelowang przez tan-
cuch Markowa ] nastepujaco:

(0= (o (1)) = St e (1),

i=1

0, (1)=(0,.1(0))= 03 e 1),

gdzie p,:= (U, >ty ) €RY, 6,:=(0},0¢,..,0)) €eR" i o) >0 dlakazdego i=1,2,..,N.
Wspolrzedne wektoréw i i 0, oznaczaja stope zwrotu i zmiennos¢ ceny akji, gdy faficuch
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Markowa jest w stanie e,. Zatézmy, ze y, >r, dlakazdego i=1,2,..,N . Warunek ten pozwala
unikng¢ mozliwosci arbitrazu na rynku.

3. Rozszerzenie Markowsko modelowanego rynku
Blacka-Scholesa-Mertona typu Lévy’ego

W tym rozdziale do rynku pierwotnego, zlozonego z akcji i aktywu bez ryzyka, doda-
jemy inne instrumenty finansowe, tak aby rozszerzony rynek byt zupeiny. Méwimy, ze rynek
jest zupelny, jezeli kazda wyplata jest replikowalna przez instrumenty finansowe w portfelu.
W przeciwnym wypadku méwimy, ze rynek jest niezupelny.

Na poczatku, wprowadzmy reprezentacje fanicucha Markowa J jako proces punktowy @,
dla j=1,2,..,N.Niech T, (n=1,2,...) oznacza okres (do 1., 2.,...) skoku laficucha Markowa J,
gdzie 0<T, <T, <.... Wtedy proces

@ (t)=D([0,t]e, )= Dl e ne]

n21

nazywamy zliczajagcym procesem skokowym. Proces ®; opisuje, ile razy taricuch Markowa
byl w stanie e; do czasu . Zdefiniujmy funkeje ¢, jako:

0,(8):= [,(5)ds,

gdzie
A,(t)=1 e i 3)

i#j

Funkeja @, jest nazywana kompensatorem j-tego procesu skokowego @ ;. Wtedy proces

D,(1):=,(t)-9,()

jest martyngalem i nazywamy go j-tym martyngalem skokowym (por. [Palmowski, Stett-
ner, Sulima, 2018]).

Zdefiniujmy procesy cen skokowych instrumentéw finansowych, ktérych dynamika opi-
sana jest za pomocg martyngaléow skokowych.

Niech §; bedzie procesem ceny j-tego skokowego instrumentu finansowego, ktdérego
dynamika zadana jest w nastepujacy sposob:

dsj(t)=Sj(t—)[yj(t)dt+oj(t—)dcf>j(t)],

4
$;(0)>0, @
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gdzie 11, jest stopa zwrotu, a 0; zmiennoscig ceny pewnego instrumentu finansowego. Zakta-
damy, ze wspolczynniki te s3 modelowane przez faricuch Markowa nastepujaco:

(0= 11, ()= St e, (0

o,(t) <0'],](t> 20‘ e,,](t

gdzie p;:=(U},41;,... 1)) €RY oraz 6,:=(0},07},..,0} ) € R". Wspdtrzedne ! oraz o
oznaczajg stope zwrotu oraz zmienno$¢ ceny instrumentu finansowego, gdy gospodarka
znajduje sie w i-tym stanie fanicucha Markowa. Zakladamy takze, ze

M2, i=1,2,.,N.

Jest to wymagane, aby unikng¢ mozliwosci arbitrazu na rynku.

Ponadto rozszerzamy rynek papierami wartosciowymi, ktére po raz pierwszy zostaly
zaprezentowane w pracy Corcuera, Nualarta i Schoutensa [2003], a mianowicie tzw. instru-
mentami potegowo skokowymi. Najpierw wprowadzamy proces X, zdefiniowany jako:

XB()= (AX(s)), k=2,
O<s<t
gdzie AX(s)=X(s)— X(s—). Dla k=1 bierzemy X" (s)= X(s). Proces X'¥) nazywamy k-tym
procesem potegowo skokowym. Zauwazmy, ze x® jest procesem Lévy’ego-Ito oraz ze pro-
cesy te skacza w tych samych punktach, co pierwotny proces Lévyego-It, ale wielkosci skoku
sg k-tymi potegami wielkosci skoku pierwotnego procesu Lévy’ego-It6. Dla k =1, mamy ze:

0<s<t

B0 T |- [fr s v(amlis<e

a zatem procesy
XO(6)=X9()= [ [y* (s, x)v(dx)ds, k=1
0 R

sa martyngalami i nazywamy je martyngalami Teugelsa rzedu k.
Nastepnie uzupetniamy rynek zbiorem k-tych aktywow potegowo-skokowych.
Zdefiniujmy wiec nowe procesy cenowe S nastepujaco (dla k >1):

ds®(t)=8¥ (=) r(t)dt+o(t-)dx" ] 5
s¥(0)>0.

Wspolczynniki wystepujace w powyzszym wzorze s3 modelowane w podobny sposéb
jak dla §;, a mianowicie,
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B(t)= (g™, 1 (t)) = ioj,k><ej,](t)>’

gdzie 0 :=(c™,0l,..,c¥) eR" dla k>1.
Zestaw1a]e;c réwnania (1), (2), (4) oraz (5) Markowsko modelowany rynek Blacka-Schole-
sa-Mertona typu Lévyego sklada si¢ z nastepujacych instrumentéw finansowych:

dB(t)=r(t)B(t)dt
dSO(t)=SO(t—)£,uo(t)dt+G(t )AW (t)+ j( )N(dt,dx)j,
®)]

ds,(t)=S$,(t-) w,(t)dt+o,(t-)dD,(¢)
W(t)=59(t-) r(t)dt +c* (t—)dX (t)],

gdziej=1,...,N, k>1. Taki rynek jest zupelny (zob. [Sulima 2018]).

J.M. Corcuera, D. Nualart i W. Schoutens [2005] pokazuja, jak interpretowac obrot sztucz-
nymi papierami warto$ciowymi. Proces potegowo skokowy stopnia drugiego jest zwigzany
z kontraktami realizujacymi wariancje (zob. [Barndorff-Nielsen, Shephard, 2003; 2004]). Kon-
trakty te s3 notowane na rynkach pozagieldowych i s przedmiotem regularnych transakcji.
Proces potegowo skokowy stopnia trzeciego mierzy asymetrie, a stopnia czwartego mierzy
kurtoze. Ponadto aktywa potegowo skokowe stopnia wigkszego niz cztery sg utozsamiane
z ubezpieczeniami przeciwko zdarzeniom ekstremalnym.

Aby model rynku finansowego mozna bylo zaakceptowa¢ z ekonomicznego punktu
widzenia, powinien on spetnia¢ pewne kryteria. Na przyktad, model bytby niedopuszczalny,
jezeli inwestor mialby w nim mozliwo$¢ osiagniecia dodatkowego zysku bez ryzyka straty
pieniedzy, ani nawet bez ryzyka osiggnigcia zerowego zysku. Taka sytuacja jest mozliwa, gdy
w modelu istnieje mozliwos¢ arbitrazu.

Pokazemy teraz, Ze na rozwazanym tutaj rynku nie ma mozliwosci arbitrazu. Podstawowe
twierdzenie matematyki finansowej méwi, Ze istnienie réwnowaznej do P miary martyngalo-
wej gwarantuje brak arbitrazu na rynku (zob. [Harrison, Pliska, 1981; Jakubowski et al., 2003]).

Twierdzenie 1. [Sulima 2018] Niech Q bedzie miarg prawdopodobieristwa na (Q,F E ,P) takg, ze

Wtedy L, zdefiniowane nastepujgcym wzorem:

L<t>=exp[}w(,(s)dvv(s)—;jw;(s)ds—iijs)qoj(ds)] < 1 (v o)
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jest procesem gestosci nowej miary martyngatowej Q. Zatézmy, ze u]f =r, dla wszystkich
j=0,1,..,N oraz v, (j:O,l,...,N) wyrazone sqg wzorami

_ (=)= (t-)
O-o(t_) ’
r(t=)—p,(t-)
o, (t-)A(t)

w,(t)
w,(t)=

Wtedy zdyskontowane procesy cen papieréw wartosciowych sg martyngatami wzgledem
nowej miary Q i rynek ten jest bez arbitrazu.

Zauwazmy, ze mozliwo$¢ arbitrazu to pozbawiona ryzyka mozliwos¢ zdobycia pienie-
dzy, inwestor nie wyklada zadnych pieniedzy, wie, zZe na pewno nie straci, a w niektérych
sytuacjach moze zyska¢. Gdyby taka mozliwos¢ istniata, wszyscy staraliby si¢ zastosowaé
te strategie, co wplynetoby na cene¢ papieréw wartosciowych. Model ekonomiczny nie opi-
sywalby réwnowagi.

Instrument finansowy jest osiggalny, jezeli istnieje strategia inwestycyjna, ktora repli-
kuje ten instrument. Zasada wyceny martyngalowej, méwi o tym, ze jezeli w modelu nie ma
mozliwosci arbitrazu, to warto$¢ instrumentu osiggalnego X w chwili poczatkowej wynosi
E,(X/B), gdzie Q jest dowolng miarg martyngatows.

4. Optymalna strategia inwestycyjna na rynku Blacka-Scholesa-
Mertona typu Lévy’ego

W tym rozdziale rozwazymy problem wyboru strategii inwestycyjnej, ktora najlepiej prze-
ksztalci pewien zasob pieniedzy w chwili poczatkowej w zasob pieniedzy w chwili koricowe;j.

Zadanie polega na wyznaczeniu optymalnej strategii inwestycyjnej, a do tego potrzebna
jest miara umozliwiajaca poréwnywanie ze sobg strategii. Do poréwnywania strategii zasto-
sujemy kryterium oczekiwanej uzytecznosci majatku koncowego.

W tym rozdziale zatem wyznaczymy optymalng strategie inwestycyjna na zupelnym
rynku Blacka-Scholesa-Mertona typu Lévy’ego, gdy inwestor posiada logarytmiczng lub
potegowa funkcje uzytecznosci. W przypadku logarytmicznej funkeji uzytecznosci zasto-
sujemy metody bezposredniego rézniczkowania, natomiast w przypadku potegowej funk-
cji uzytecznosci wykorzystamy metody programowania dynamicznego (zob. [Oksendal,
Sulem, 2004]).

Wybér takich funkeji uzytecznosci zostat zdeterminowany faktem, iz w tych dwoch przy-
padkach mozemy wyliczy¢ strategie optymalne explicite. Zauwazmy;, ze te funkcje uzytecz-
nosci opisujg inwestora z awersja do ryzyka i sg one czesto stosowane w teorii optymalizacji
np. [Zhang, Siu, Meng, 2010]. Opisany wyzej model rynku jest uogélnieniem modelu w pracy
X. Zhanga, T.K. Siu i Q. Menga [2010], ktéry wprawdzie jest modelem przelacznikowym,
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ale dynamika cen opisana jest tylko za pomocg ruchu Browna, bez zadnych skokéw. Dzigki
temu mozemy poréwnac otrzymane wyniki.

Dla przypomnienia, na naszym rynku finansowym procesy cen wszystkich instrumen-
tow finansowych spelniaja nastepujace rownania:

dB(t)=r(t)B(t)dt,

ds,(t)= So(t—)[uo(t)dt+ao(t—)dW(t)+ jy(t,x)N(dt,dx)],

R

ds;(t)=S,(t-) ,(t)dt+o (t-)d® (1) ],
ds® (£)=8"(t-)| r(t)dt+0(t-)dx"" ()],

gdzie j=1,..,N, k=>1.
Ostatnie réwnanie mozemy zapisac jako:

ds®(¢)= S(")(t—)(r(t)dt+0'(k)(t—) jyk(t,x)N(dt,dx)].
R

Rozwazmy gracza, ktéry inwestuje swdj majatek w aktywa finansowe w naszym rozsze-
rzonym rynku, w celu maksymalizacji oczekiwanej uzytecznosci wyplaty na koncu okresu.
Oznaczamy przez 7, cz¢$¢ majatku zainwestowang w akcje w czasie t, natomiast przez 7,
j=1,2,...,N oznaczamy cz¢$¢ majatku zainwestowang w j-te skokowe instrumenty finansowe.
Zkolei 7, k 1 jest cze$cig majgtku zainwestowang w aktywa finansowe $*. Wtedy proces
bogacenia, oznaczony przez R”, spelnia nastepujace stochastyczne réwnanie rézniczkowe:

dR™(t) _

R (t-) ﬂo(f)[.uo(t—)dt+O'O(t—)dW(t)+iy(t,x)N(dt,dx)j

+i7z'j(t)(uj(t—)dt+0'j(t—)d<T)j(t))

=

+i7r(k)(t)[r(t)dt+O'(k)(t—) J}/k(t,x)ﬁ(dt,dx)]+[l—iﬂj(t)—iﬂ(k)(t)}(t)dt
=[r(t)+iﬂj(t)(uj(t—)—r(t))Jdt+7z’0(t)O'O(t—)dW(t)+ZI::7z'j(t)O'j(t—)d@j(t)
+f (ﬂo(t)y(t,x)+in(k)(t)a(k)(t—)yk(t,x))ﬁ(dt,dx).

Rozwigzanie R” powyzszego réwnania stochastycznego ma postaé:

R*(T)=R*(t)exp(| [r(s)+§7tj(s)(,uj(s—)—r(s))—%né(s)aé(s—)]ds ©)
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T T N

+[7,(5)0,(s=)aW (s)+ [ (log(1+7, ()0, (s =) - 7,(s)0, (s-)) &, (s)ds

t t j=1

+J.ilog(1+7tj(s)0j(s—))dff)j(s)+ leog(l+no(s)y(s,x)

t j=1

2/1 9(s)oM(s=)y*(s,x))N(ds, dx)+” log(1+7,(s)y(s,x)

+§ﬂ(k)(5)0'(k)(s—) ( ) (s x Z/r(k O_(k (s x)) v(dx)

Niech U:R"— R oznacza funkcje uzytecznosci inwestora, ktora jest écisle rosnaca,
$cisle wklesta i dwukrotnie rézniczkowalna, taka ze, pierwsza pochodna U’(-)>0 i druga
pochodna U” <0. Dla kazdego (t,z) € TR" oraz i=1,2,...,N, definiujemy:

V*(t.z.¢)=E, [ U(R(T))]

gdzie E, _, jest warunkowg warto$cig oczekiwang wzgledem R” (t)=z oraz J(t)=e,.
Zaktadamy, ze dla kazdego 7w € A, (t,z)e TR" orazi=1,2,..,N,

E,.,[U(R(T))]<e.
Wtedy funkcja wartosci portfela inwestora wyrazona jest wzorem:

V(t,z,e,)=sup V*(t,z,¢,),

meA

gdzie A jest zbiorem strategii dopuszczalnych.
Rozwazmy teraz dwa rodzaje funkcji uzytecznosci: logarytmiczng i potegowa.

4.1. Optymalna strategia inwestycyjna dla logarytmicznej
funkcji uzytecznosci

W tym podrozdziale znajdziemy optymalng strategie inwestycyjna dla logarytmiczne;j
funkcji uzytecznos$ci procesu bogacenia, a mianowicie:

U(z)=log(z).

Z réwnania (6) mamy, ze:

logR™(T)=logR”™ (t)+ J(r(s)+ iﬂj (s)(uj(s -)- r(s))— %né(s)oﬁ (5—)jds
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+[my(s)a, (s=)dW (s)+ | i(log(l+7Z'j(s)O'j(s—))—n'j(S)O'j(s—))lj(s)ds

t t j=1

+].ilog(1+7rj(S)O',-(S_))d&)j(s)

t j=1

of o166 S 00 s o) s

T

Jj(log(l+ﬂ 7(s x)+2ﬂ: 7" (s, x)} ()7 (5,%) =7, (s)y (5,%)
_iﬁ(k)(s)d(k)(s—)J/k(s,x))v(dx)ds

k=1

i wartos$¢ oczekiwana powyzszego wyrazenia wynosi:

E,_ [logR™(T)]=logR" (t)+E j +2n ()1, (s-)=r(s))

t

——ﬂo(s)c (s— )+2(1og(1+n( )0, (s-))—7,(s)0,(s=))4,(s)

Jj=1

+J(10g(1+7t 7(s,x) +Z/t (5)o®(s=)y*(s, x)] 7T, (s)y(s,x)
‘z_ﬁ(k)(s)a(k)(s—)yk(s,x))v(dx)]ds.

Powyzsze rownanie wynika z faktu, ze warto$¢ oczekiwana z martyngatu wynosi zero.
W zwigzku z tym, optymalna funkcja wartosci V(t,z,ei) moze by¢ zapisana jako:.

V(t,z.e,)=log(z)+suph”(t.e,),
meA
gdzie
T
W (s,e,)=E,., fF(ﬂo(s),ﬂl(s),...,ﬂN(s),ﬂ(i)(s),...)ds

T

- i r<s>+2n (5)(t, (s -)=r(9) -5 7 (S)ors(s-)

t

+i(1og(1+7z,-(s)aj(s—))—nj(s)oj(s—))zj(sn j (log(1+7,(s)y(s,x)

+27r(k )W (s=)y*(s,x)) =1, (s)y (s,%) ZHk)(s ®(s=)y*(s,x))v(dx)lds
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W celu wyznaczenia optymalnej strategii inwestycyjnej wystarczajace jest, aby zmaksy-
malizowa¢ funkcje F(ﬂ'o(s),ﬂ'l(s),...,ﬂ'N (5),75(1)(5),75(2)(3)...) dla wszystkich s €[t,T]. Zatem
przez bezposrednie rézniczkowanie wzgledem 7,(s),7,(s)s.... 7y (s),7"(s),7?(s)... otrzy-
mujemy optymalna strategie inwestycyjna:

o Ho(s—)=1(s)
mOT o)
Hy(s— ) r(s) 7)
(r(s) 1,(s-))o,(s=)+ A,(s)a (s=)’
(

Sty (o)
" )= ey

ﬂ*(k) = 0)

dlaj=1,..N, k> 1.

Z pracy Kramkova i Schachermayera [1999] wynika, Ze strategia ta jest jedyna.

4.2. Optymalne strategie inwestycyjne dla potegowej
funkcji uzytecznosci

W tym podrozdziale znajdziemy optymalng strategie inwestycyjna dla potegowej funk-
cji uzytecznosci, a mianowicie:

U(z)=z" dla a€(0,1).

W tym przypadku wykorzystamy metod¢ programowania dynamicznego do rozwigzania
problemu wyboru optymalnego portfela (zob. [Oksendal, Sulem, 2004; Fleming, Soner, 1993;
Pham 2008]). Metoda ta polega na rozwigzaniu réwnania Hamiltona-Jacobiego-Bellmana.

Zalozmy, ze funkcja v jest dwukrotnie rézniczkowalna. Wtedy réwnanie Hamiltona-Ja-
cobiego-Bellmana ma postac:

supA”v(t,z,e,.):O (8)

meA

dla i=1,2,..N, (t,z,¢;)e T X R" x E z warunkiem koficowym
v(T,z.e,)=2%,
gdzie

N
A™v(t,z.e,)=v, (t,z,ei)+(r,. +7, (,u; —r,.)]zvz (t,z,ei)+%n§(oé)zzzvﬂ (t.z.e,)

=0
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+i(v(t,z(1+7rj0';),ei)—v(t,z,ei)—vz (t,z,ei)ZEjO';)lij + J(v(t,z(1+7£0y,(x)

R

+27Z' Oyk(x))e)—v(t,z.e;)—v (t,z,e,.)z(ﬂ:oyi(x)+iﬂ(k)cfk)yf(x)}v(dx)

k=1

Rozpatrzmy teraz rozwigzania powyzszego ukladu réwnan Hamiltona-Jacobiego-Bell-
mana w postaci:

v(t,z,ei):zago(t,ei), )
gdzie funkcja ¢ spelnia warunek koncowy:

(p(T,e,.):l
Ze wzoru (9) mamy:
v,(t.z,.e,)=2",(t.e),
v, (t.z.e)=az""p(t,e,), (10)
v, (t.z,e,)=a(a-1)z""p(t,e,).

Wstawiajac réwnania (10) do ukladu réwnan Hamiltona-Jacobiego-Bellmana (8), dostajemy:

2°¢,(t.e,)+ sup{[r +27t ( ri)jaz“qj(t,ei)+%n§(03)2a(a—1)za¢(t,ei)

meA

+i(z"’(1+n’16 ) o(t.e,)— z“(])(t,ei)—az“q)(t,ei)ﬂja;)/Lj

+J.(z"’(1+7z07 +2/T oWyt (x)“d(t.e,)—zd(t.e,)—az"¢(t.e, )7y, (x)
+i7t(k)0'fk)}/f(x)))v(dx)}+ ) A,2°0(t.€;)=0.

Dzielgc obie strony przez z” otrzymujemy:

o, (t e )+sup{[r +2727 (,uj—rt)ja+17z' (o)) a(a-1)

meA j=0

N o
+2((1+ mo) —1-ano! )lij + 'f((l +1y,(x)+ D MWy k(x))
R k=1

j=1
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—1—0((71’07/1 +27r J)v(dx)}q)(t e)+ il o(t.e,)=0.

=

Rézniczkujac funkcje pod supremum, wzgledem 7, (s),77,(s),.... Ty, (5),7%(5),... kolejno,
i przyréwnujac odpowiednie pochodne do zera otrzymujemy strategie optymalng w postaci:

i
Hy—1

T, =—t2t
P (o) (1-a)
) 1
z_( a-1
1- ,u -1
* ll]G]
T = , , (11)
0;
1) ﬂl
1 0
T :——
(1 OC) (0
n®=0

dlaj=1,...N,k>2.

Strategia inwestycyjna dana wzorem (11) jest optymalng strategig inwestycyjng dla pro-
blemu wyboru portfela z potegowa funkcjg uzytecznosci. Jedynos¢ rozwigzan (11) wynika
z pracy D. Kramakova i W. Schachermayera [1999].

Strategie optymalne wyznaczone przez rownania (7) oraz (11) okreslajg udziat instru-
mentéw finansowych w portfelu inwestycyjnym w wyzej analizowanym modelu rynku.

5. Podsumowanie

W artykule wyznaczyliémy optymalna strategie inwestycyjng na zupelnym rynku finan-
sowym Blacka-Scholesa-Mertona typu Lévy’ego bez arbitrazu. Strategia ta opisuje, ile jedno-
stek réznych instrumentéw finansowych nalezy naby¢, aby osiagna¢ najwigksza oczekiwana
wyplate na koncu ustalonego okresu. W artykule rozpatrujemy rynek zupelny, w ktérym
mozemy stosowaé martyngalowe metody wyznaczania optymalnego portfela. Na takim
rynku po wyznaczeniu optymalnego portfela wiadomo, Ze istnieje strategia inwestycyjna,
ktéra go replikuje.

Przedstawiony problem optymalizacji stochastycznej jest obecnie mocno eksploatowany
we wspolczesnej inzynierii rynkow finansowych. Optymalizacja stochastyczna dla procesow
Lévy’ego to problem, ktéry rozwija si¢ bardzo szybko ze wzgledu na szerokie zastosowania
nie tylko w finansach, lecz takze m.in. w informatyce, telekomunikacji i ubezpieczeniach.
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Lévy-type Black-Scholes-Merton optimal investment
strategy in the financial market

Summary

The study was motivated by searches for an optimal Lévy-type investment strategy in a Black-Scholes-
Merton complete financial market with no arbitrage. The paper stipulates shares of various financial
instruments in an optimal portfolio. Their prices are described using Lévy processes, which are a gen-
eralised Wiener process. On top of that, an assumption was made about model indicators, which de-
pend on Markov chains. This is an incomplete market meaning not every payment can be replicated
using a certain investment strategy. In order to complete the market, jump financial instruments and
power-jump assets have been added. Next, dynamic programming methods were deployed to deter-
mine an optimal investment strategy in this market. An optimal strategy is the one which maximises
the expected utility of wealth accumulation at the end of a pre-determined period. The analysis was
carried out for a logarithmic and power function of utility of the received payment.

Keywords: switching market model, optimal control, arbitrage, market completeness, stochastic inte-
gral, Lévy processes



